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Angulos orientados

Definicién

Dado un par ordenado (u,v) de vectores no nulos del espacio
euclideo R? (que se supone identificado con C) el dngulo orientado
del par (u,v) es el nimero real Arg(v/u) € (—n, x].

Definicién: conservacion dngulos orientados

f: Q2 — C, definida en un abierto 2 € C, conserva angulos orientados en a2 £ {1
cuando cumple las condiciones siguientes:

a) Para cada v €C con |u| =1, existe 8y >0 tal que D(a,6y) CQy

flattu)—~(a)#0 si 0<t<dy.

b) Para cada u €T con |u| =1 el siguiente limite existe y no depende de u:
3
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Proposicién

Para una aplicacion R-lineal L : € — C son equivalentes:
a) L conserva angulos orientados en 0.
b) L conserva dngulos orientados en todos los puntos.
c) L es no singular y para cada par u,v con |u| = |v| =1 se tiene
que Arg(f%) = Arg(¥). )
d) L es C-lineal, no nula. {FINAL)
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Proposicidn
Si f : £ — C es diferenciable en a € £ con df(a) # 0, son equivalentes
a) f conserva dngulos orientados en a.

b) f es derivable en a en sentido complejo y f'(3) £0 (e.d. df
angulos orientados).
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Proposicion

Para una funcién holomorfa f € J#(£2) son equivalentes

a) f conserva angulos orientados en a € Q. h
b) £(3) 0. I FINAL
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Teorema de la Aplicacion abierta

Sea €2 C C abierto conexo y f € J#(£2) no constante. entonces f
es una aplicacion abierta. Mas concretamente, para cada a ~O-<i
m es la multiplicidad de a como cero de f —f(a), se puedi[ FINAL}
determinar un entorno abierto U, CQ de ay V, Cf(Q2) e

abierto de b= f(a) tal que la f — f(w) tiene exactamente m ceros
distintos en U, para cada w € V},\ {b}.

Teorema de la funcién inversa

Sea 2 CC abiertoy f € 5#(Q2). Si a€Q y f'(a) # 0 existe un entorno abierto
de a, U; CQ, y un entorno abierto V), de b= f(a), tales que |y, es inyectiva,
Vi =f(U,) vy la inversa g = (f|Ua)_1 .V, — U, es holomorfa.
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Proposicion: pre-Teorema de la Aplicacién abierta

Sea f € #(£2) y a un cero aislado de f(z)—f(a) de multiplicidad m. Entonces
existe un entorno abierto U, C £2 un disco D(0,8) y una biyeccién

@ U; — D(0.6) tales que
f(z)=f(a)+ ¢@(z)" paratodo z < U; {FINAL]
y 0'(z) #0, (p71)(w) £0 para cada z€ U, y w € D(0.p).
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Definicién

Una funcion 1 : €2 — C se dice que es conforme en un punto a € (2
si es holomorfa en a y f(a) #0. f se dice conforme en Q si f es
conforme en cada a € (2. Un isomorfismo conforme de un abierto
{21 sobre un abierto £22 es una biyeccion 7 : {21 — 2> tal que f v

f~1 son conformes. {FINAL:

Proposicion

Sea Q2 C C abierto y f € J#(2) inyectiva. Entonces para cada
a€Qf'(a)#0, G=f(Q) es abierto y la inversa f1: G — Q es
holomorfa. Consecuentemente, (f‘l)’(b) “~0paracada beGy
asi f es un isomorfismo conforme de 2 sobre f(£2).
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Corolario

Sean Q1,Qp C C abiertos y f : {23 — Q2 una biyeccién palome

Entonces f es un isomorfismo conforme. FINAL
L

Sean 23,§2; C C abiertos. Denotamos por (£21,€2;) el conjunto
de isomorfismos conformes de 21 sobre Q2. Si '(21,$22) # 0 se

dice que €2; y {22 son conformemente equivalentes. Si
1 = (o =: Q escribimos I'(2) :=T(£2,£2).

Problema General en Representacion Conforme

Decidir si dos abiertos €27 y €22 son conformemente equivalentes vy
en su caso encontrar un isomorfismo conforme entre ellos, mejor
atin, determinar I'(€21,€22).
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La proyeccidn estereografica
Reocordatorio sobre C..

@ El conjunto C.. = CU {ee} se llama plano complejo ampliado
(e & C).
@ En C. adoptamos la aritmética usual con ee.

@ C. se le dota de una topologia para |la cual es un espacio
compacto:
e Los entornos de los puntos de a € C son por definicién los

entornos en C...
e Para a = <o una base de entornos en C.. viene dada por:

Vi i={z e C:|z| > r}u{ee},

tomando todos los r = 0.

@ C.. se puede identificar con
3
S ={(x1,x2,x3) € ]RE:'?'X%+X«?+X§ = 1}.

LOL dcmh@auw se hace medhante la pro eccicy esﬁtrecarcfaaca
grue es (u Q?»\lcuuou grue_ defn omes ew la Fnlw s;(cwu %UQ. %1(cjue

La aplicacién W : C.. — S dada por W(e) = (0,0,1) =Ny

2x 2y  |z]2—1
2|2 +17 2|2 +17 |22 +-1

lli{x+r}f)=( ),z={x+f}’}€¢3,

es una biyeccion cuya inversa es

X1 + ix2

"U_I(XLXQ,XQ,) = 1 x

W establece un homeomorfismo entre C.. v S.
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Definicién

La aplicacion W considerada en la proposicidon anterior recibe el
nombre de proyeccion estereografica.

Proposicién

La proyeccion estereografica transforma rectas y circulos de C_, en

circunferencias de 5. La proyeccion estereografica conserva
angulos orientados.

Definicién

La distancia cordal en C.. se define por las formulas

2|z — wl :
dulz. W) = si z.weC
(z:) V1+|z2/14|w]?
dm(zﬁm):# si zeC

v 1+1z|?

Proposicién

|

d- es la distancia obtenida en C., al trasladar la distancia euclidea
en S mediante la proyeccion estereografica W. Se tienen las
siguientes propiedades:

@ d., esta acotada por 2,

@ la topologia asociada a d.. es la topologia de C..;

@ d.. restringida a ©C no es uniformemente equivalente a la
distancia usual;

@ la aplicacion z — % es una isometria para d.. que interpretada

en S corresponde a un giro de 180° alrededor del eje OX.
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Transformaciones de Mobius

Definicién
Una transformacion de Mabius es una aplicacion T : Ceo — Ca no constantes,
definidas mediante funciones racionales de la forma:

az+b

T(z) =z d’

donde se utilizan los convenios habituales: {FINAL\
_J

T(w)=ajc y T(—d/c)=e si c#0
T(e0) =0 si c=0.

con a,b.c,deC, ad—bc#0

M(T.) es el conjunto de las transformaciones de Méabius.

Ejemplo

Las aplicaciones

. Z—a
flz)=e'*——,
( ) l1—az
con ¢ € Ry acC, |a] <1 son transformaciones de Mobius que llevan el disco
unidad en si mismo.

Proposicion
M(C.) es un grupo para la composicion de aplicaciones.

Q Si Tj(z) = 22£% con a;d; — b;; #0, (i =1,2), entonces

T = T10 T2 se puede escribir en la forma T(z) = Eig donde

a b\ [ a b a b
c d | |\ a di o d
Q SiT(z)= f;ij;f} es una transformacién de Mobius, entonces
T—l(w) _ _dw4b

—cw+a’

© M(CT.) se identifica como grupo con el de las matrices
complejas inversibles 2 x 2 donde se han identificado las
matrices que difieren en un multiplo escalar no nulo.
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Definicién

Las transformaciones de Mobius elementales son: FINAL/
Traslaciones: z—a+z.(a€C) Giros: z—e%z (aeR)
Dilataciones:  z — rz,(r > 0) Inversién:  z—1/z

Proposicion

M(C..) estd generado por las transformaciones elementales.

DQW\O?J)WCLC\O(\A." e\eq Se \M((ﬁng Vawmoy a expresar 3 como
Com\aosiuorvs de trnshwaciones de Msbivs dementerles. 5.

e e~ FINAL

T o4l

\enewns dos @sos:
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4 bc—ad
_of, _ad T 2+ 9
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Proposicion

Sea T(z) = E;—ig una transformacién de Mabius.
Q@ Si T no es la identidad, entonces T tiene a lo mas dos puntos
fijos.
@ 7 queda univocamente determinada por los valores que toma
en tres puntos distintos.

DCW\O SICY'&CNrn v

Dv5 T no esla dentided
030 , e cuyo caso \/\ml
a2 +tb=2 .
v SL T no ﬁijo el \mt\m\n eatonced C F0 aas\

T(w)=cw en’i‘omccs‘ Tz= az%{: con
OJC;FO PUY.\\‘Q 'F\'YO grue es o SolV ¢iow de

\oq, PuV\'\"o% 'Q] )OS-

Son t&b OL-Z—-&‘D -2 ﬂ 9{\,9 COTVES\')OV\A.C% o \Q_% rouce)
sslucwnes de cz+d onw € de un Po\w\ow\CCJ de

seaw\o\o @rodo.

diehrk

@ S'\ SU\DOV\P_WLUS %ue TS S & M(Q{w> & existen EZC_‘-> | 2y Lc;{'m oS
Yales gee: T(ay) = () C=21%;4, entonced
5uT~4 C"M(,Qw) g e lY\ewe tres \Durﬂ‘c)s \C\IJUS >
S ] T_i = Cd /\b 5 :T- #—
Corolario

Dada una terna z, z3, z4 formada por tres puntos distintos de C..,

si wo,ws3. Wy es otra terna en las mismas condiciones, existe una

tnica transformacion de Maobius T que transforma la primera terna
en la segunda, es decir, T(z;) =w;, i =2,3,4.

De%slcruc'\o(w ~ Dodes %, 23, 2y dotinks vawos o escvi\olr' Jna
Yronsformacde R Gy > O idl g
RKE'&)ZL/ R(&z)=0 Rizgy)=w




D\s\inau\w\os VoY iod Causos:

2—23
&2y ZZIE’))ZH'GC
o RA(2)= &Z——Z; )
EZ'-?:Lf
o R(Z): e- %3 ) gp=0
- &L
. Rz f2 )' By =00
z-24
Z[_t:Co
7- 23
o Fl=- ——=—
ALl 2,~ %3 C
« . > CO“)
DC %rma s\mi\qr ?oclemos constriir 5 o g o .
alw,)= &, 5w =0 g ()= -&& .
[
ep et .
Batonces = 540_(2_ et lc. brneformuccon des

Definicién

Dada una cuaterna ordenada z1,2z7.23,2z4 formada por puntos de
C.., donde los tres lltimos z,, 23,24 se suponen distintos, se define
la razén doble (z1,22,23,24) como la imagen de z; mediante la
linica transformacion de Mobius R que verifica

R(Zz) = 1._. R(Zg) = U, R(Z4) = o9,

Proposicién

La razon doble es un invariante para las transformaciones de
Mobius: Si T e My z1,22, 23,23 son puntos de C.., (donde

Z2,73,24 se suponen distintos) se cumple: [FINAL ]
(21,22,23,24) = ( T(Z1), T(zg), T(zg), T(Z4)). J

Demo%ruu gv.— 960 2 (L‘u, —> Qw lck quhe\"ormacéw de m']ofug
W oaw 2, —l, T30 g B Conien devomos
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Ko7t Qo — Qo . Observamos g
Ao T T2, ) = Sl2a)=t
Ro T4(T2s)) = Sl2sl=0 g
L\mg)o) qu cuct\gfuiev we Co e twene ge w=Tz
RoT-H{w)= (W, T2, T2y, T24) > -
- R(2)= p\(T~4(Tz":}> = (T%/T%ZIT%%J)?’-P_)EH

Ao T4 T24) = Rz )=

(%JEU 2z, 2y )

Encontrar una transformacién de Mobius T tal que
T(=i,T(0)=—-1y T(—i)=—I.

Resolycin E\um\reuwws e \aualclad

(7,1 0)—(,) = ('\'2-) L)‘i,-"’> j,uecoV\C\Uce a_
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- Tzx4
/i*(z TExl Tedd v F .
N Y Te+l 2t 2% 2z«
Z ZL

Ve ou\os  2oWas mYQ&LE roLd.S: dlo

(
'(:a\*o U‘(\\\%QV vy sencillo qvauw\ew o de Conexww#

=l
Se puede razover 3&\:9_ \&% 20 NGS mllqdw fﬁ)os
ace



Proposicién

Sea C la circunferencia (en sentido amplio) determinada por tres puntos
distintos z3,z3,24 de C,. Entonces, z £ C si y sélo si (z,22,2z3,24) € Reo.

.
DQW\O%JCTQC\OVJ -~ \-CL e_cucu‘.m;v: aehew\»q de UNC C\VCUVL‘Cerenuam Q'oo e

Azz+ Bz« C2+ D=0 A.DER
B=¢
AD-B(<O

Sece. Tz= ?:\O definda por  Te=(2,22,2%5,2¢)
x O\

Lo condiwdn TZeBR Skavmctta 22 4 Tz= Te (.

D B
27&-—% 4 azxb xZ+ =

~ A, DeR B=C 5:
AD-BC =~ aE-c)bd Td) -
=-| ot K-a—cTod—c@\oMaMd -Te
— —[ad\+lel® - AT -ad ke |7
) Y @o(\p fanto
TzeRuwy 2 ¢

o ~cb) (kT 4z) |=
?/‘oc _od da - c\o be +c\r0\c«:ﬂ

_\ ad bd\ £0

orichuce &) O'PJQ slgv\\g;\ca

que & osrd en uva rect
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Corolario

Las transformaciones de Mobius transforman circunferencias en circunfergncias

(en sentido amplio). fFINAL \
[ .

Demostracion .~ Bee @ vwa civconferencie en Qo de

por e P\mlros 25,25, 2 €C gie son dstintos. ¢ | v
Froanglormucdn de Mebius. Los ponts Tz, Tas, Tay, 5o dishntos
&o\estermmw\ onee avcunferencia €. Eutouces
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Corolario

Dados dos circulos C y C' de C.., existe una transformacién de Mébius tal que

T(C)=C.

Definicién

| L

Dado un circulo C en T, pasando por tres puntos distintos zp.z3 v z4 se dice
que z.z" € Cw son simétricos respecto de C si

(z,20,23,24) = (2*,22,23,24). [FINAL]

Interpretacion de la simetria

La nocién de simetria definida anteriormente corresponde a las clasicas
definiciones de simetria respecto de una recta o circunferencia en B2

ot Ben G un e o FINAL

2, =00 =
[~
2y~ 23

2 studbico € RID)=R(2) &

2-23 _ #2"-25 = 2* sumerico
2,~-23 2,-23 eu s et do
J S\n\

d:.{z_—e(\j'. \E—C«\':Q\\( Tcspcc’?o de
e recha.,

(#;azr%a;zu) = (2,22, 2¢) =

e

’ &ﬁ‘ R® 7—&2 X > =( v , &% B a‘*ﬂ):
— - J _ — p—
) éz-a ,7_-3-0. éL\fA

-0
2 *x_ R% R” _
= (————R "T&-) %L) 35) %q.) > &h= R L = — (%_ Ol.) ‘t‘CL

Z % - le-a|*
v z¥ e%\-tl\ m\qrac\ra g‘ve we & con Q-
J le*—al 2l = R observar g of = \2- R e

—
e

R | 25w\
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g\ QQIUW\V\O Puede Cc)W\Pw\oar oMo ejercicio guwe TGM(_&O
o5 tel (‘4,\19_ T(R u{oo‘z) = lRU%m‘( s\ Foc)\ewws Vc’bvescvx{‘or

T de forme ge Tz- a2tb  won alb,cd eR.
¢z« o

De cﬁsfc( "?ovwxu es "pa/d\ Ver gwe LOL &c’gwu‘cw[w cz\cswne'\-rzcc 5(\2 ‘newws
dedo wo de \)ew;\e de los \DUVio% 2,25, 2 e C e\e{]do%-

Principio de simetria

Si z,z" son puntos simétricos respecto a una circunferencia Cy T € M(Cx) es
una transformacién de Mabius entonces T(z) y T(z*) son simétricos respe
a la circunferencia imagen T(C).

DEW\O%'\\‘rqucgu i Gonse wiencic in W\edtu‘\'a de 9rue \Qs 'Er

de Msbows Ccovservam razon dolale #

Definicidn

Definicién
Dado un circulo C en C. vy una orientacién en z2,z3.24 € C, llamamos lado

izquierdo, resp. derecho, de C respecto de la orientacién a

Lado IzqdoC(;_3 7, 7,) := {2 € Cx : Im(z,22,23,24) < 0}.

Lado Der.Ci; 5, 7,) =1z €C : Im(z,22,23,24) }U}( FINAL}

Z;

g‘_r W ab &'Z p\—4

| | l /3 2; 4

7/ //;3 ) 1 / / // R(z) = (2 2abye) .

Lr
l2e @ We, 1,0 0 |=Tnec) LzeC,: Tmlt duidaidu) <o)
w
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El principio de conservacién de las orientaciones

Si circunferencia C se orienta mediante la terna (zp,23,2z4) vy la imagen T(C) se
orienta mediante la terna imagen (T(z2). T(z2).T(z4)) entonces T transforma

T(C).

el lado izquierdo (resp. derecho) de C en el lado izquierdo (resp.(dm

Semiplano abierto

Disco abierto

Cuadrante abierto

Semidisco

Regién limitada por circunferencias
tangentes

Regién limitada por dos rectas par-
alelas

Regién limitada por circunferencias
que no se cortan

Corona circular A(0.r. R), (*)

© Pruébese que una transformacion de Mabius T deja fijo U {=} si, y sdlo

si, I puede escribirse como

az+b
cz+d’

T(z)=

con a,b,c,d eR, ad—bec#0.

©Q Dedizcase de lo anterior que la definicion de simetria respecto de un
circulo dada a través de |a razon doble, es independiente de los tres
puntos distintos elegidos en el circulo.

© Pruébese con un argumento de conexion que si T es una transformacion
de Mabius que lleva una recta en una circunferencia y un punto de un
semiespacio determinado por la recta va al interior del disco determinade
por la circunferencia, entonces la imagen de ese semiespacio es
exactamente el interior de la circunferencia.

L
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